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Das bestimmte Integral  

Definition des bestimmten Integrals 

Man nennt den gemeinsamen Grenzwert A der Obersumme On und der Unter-

summe Un für n → ∞  einer Funktion f in einem bestimmten Intervall [a;b] 

das bestimmte Integral von f(x) über dem Intervall [a;b] (oder zwischen den 

Grenzen a und b). 

Man schreibt: 

( )
b n n

i i n n
n n n n

i 1 i 1a

f x dx : lim M x lim m x "lim"O "lim"U
→∞ →∞ →∞ →∞

= =

= ⋅ ∆ = ⋅ ∆ = =   

[Man liest: „Integral von a bis b von f(x) dx“] 

Bemerkungen: 

„ “ entstand aus „S“ (Summe); „dx“ entstand aus „∆x“; 

„a“ ist die untere Integrationsgrenze, „b“ ist die obere Integrationsgrenze; 

„f(x)“ heißt hier Integrandenfunktion, 

„x“ ist die Integrationsvariable (dies wird durch „dx“ zum Ausdruck gebracht) 

„dx“ ist das Integrationsdifferential. 

„Mi “ gibt das Maximum (größten Funktionswert) im betreffenden Intervall x∆  

an, demnach beschreibt der Term iM x⋅∆  den Inhalt einer Rechtecksfläche mit 

der Höhe Mi und der Breite ∆x. 

„mi “ gibt das Minimum (kleinsten Funktionswert) im betreffenden Intervall x∆  

an, demnach beschreibt der Term im x⋅ ∆  den Inhalt einer Rechtecksfläche mit 

der Höhe mi und der Breite ∆x. 

„On“ ist die sogenannte Obersumme, die sich aus der Summe der 

Rechtecksflächen iM x⋅∆  ergibt. 

„Un“ ist die sogenannte Untersumme, die sich aus der Summe der 

Rechtecksflächen im x⋅ ∆  ergibt. 
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Eigenschaften des bestimmten Integrals 

Umkehrung der Integrationsrichtung 

Für a < b gilt:     

a b

b a

f (x)dx f (x)dx= −   

Beweis: 

( )
a n n

i i
n n

i 1 i 1b

f x dx lim M x lim m x,
→∞ →∞

= =

= ⋅∆ = ⋅∆   da a < b ist und deshalb ∆x negativ 

ist, ergibt sich die Behauptung. 

Linearitätseigenschaften 

( ) ( )
b b

a a

c f x dx c f x dx;⋅ = ⋅  c ∈  

Beweis: 

( )
b n nAuskl.

i i
n n

i 1 i 1a

c f x dx lim c M x lim c M x
→∞ →∞

= =

⋅ = ⋅ ⋅∆ = ⋅ ⋅∆   

( )
bn

i
n

i 1 a

c lim M x c f x dx
→∞

=

= ⋅ ⋅∆ = ⋅   (analog: „mi“) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx+ = +    

Beweis: 

( ) ( )( )
b n n

i,f i,g
n

i 1 i 1a

f x g x dx lim M M x
→∞

= =

 
+ = + ⋅∆ 

 
   

 
n n

i,f i,g
n

i 1 i 1

lim M x M x
→∞

= =

 
= ⋅∆ + ⋅∆ 

 
   

 
n n

i,f i,g
n n

i 1 i 1

lim M x lim M x
→∞ →∞

= =

= ⋅ ∆ + ⋅ ∆   

 ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx= +    V
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Aufgaben 

1.  Die Abbildung zeigt den Graph der Funktion  

: 

 

Ferner sind gegeben: 
1

1504
A

75
= , 

2

157
A

600
=  und 

3

1503
A

200
=  

Berechnen Sie: 

a) ( )
2

3

f x dx
−

  

b) ( )
5

1

f x dx  

c) ( )
5

3

f x dx
−

  

  

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

-1

-2

-3

1 2 3 4 5 6-1-2-3-4

x

A1

A2

A3

y = 0,1 x + 3( ) x 1( ) x 2( ) x 5( )
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6 RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 

2.  Gegeben ist der abgebildete Graph Gf einer Funktion f. 

Berechnen Sie: 

a) ( )
2

3

f x dx
−

  

b) ( )
9

4

f x dx
−

  

c) ( )
8

4

f x dx  

d) ( )
3

5

f x dx

−

  

 

3. Gegeben ist: ( )
3

1

f x dx 2
−

= − . Was lässt sich aus dieser Angabe geometrisch-

anschaulich folgern? 

4.  Gegeben ist die Funktion . Es gilt: ( )
2

0

f x dx 1

π

=  

a) Berechnen Sie:  ( )
0

f x dx

π

 , ( )

2

f x dx

π

π
−

 , ( )

5

2

0

f x dx

π

 , ( )
3

2

f x dx

π

π

  

b) Bestimmen Sie a bzw. b:  ( )
2

a

f x dx 1

π

= ;  ( )
b

f x dx 1
−π

= −  

  

1

2

3

4

y

-1

-2

-3

-4

-5

-6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10-1-2-3-4

x

G
f
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Lösung  

1. a)  ( )
2

3

1504 157 475
f x dx

75 600 24
−

= − =  

b) ( )
5

1

157 1503 544
f x dx

600 200 75
= − + =  

c) ( )
5

3

1504 157 1503 2048
f x dx

75 600 200 75
−

= − + =  

2.  a) ( )
2

3

1 1
f x dx 1 2 2 4 2 4 11

2 2
−

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ = −  

b) ( )
9

2

4

1 1 1 1 1
f x dx 2 4 2 4 3 4 4 4 2 4 4

2 2 2 2 2
−

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅π − ⋅ + ⋅ 28 2= − − π  

c) ( )
8

2

4

1 120 1 1 4
f x dx 4 3 1 3 2 1 4 14 3

2 360 2 2 3

°
= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅π − ⋅ ⋅ = − − − π

°  
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RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Analysis 11 

 

d) ( )
3

2

5

1 1 1
f x dx 2 4 2 3 4 2 4 1 2 23

4 2 2

−

= ⋅ + ⋅ ⋅ π + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = + π  

3. ( )
3

1

f x dx 2
−

= − bedeutet, dass die Flächenbilanz zwischen dem Graphen von f 

und der x-Achse zwischen den Grenzen –1 und 3  –2 ist, d.h. es liegen 2 FE 

zwischen den Grenzen -1 und 3 mehr unter der x-Achse als darüber. 

4.  

 

a) Aufgrund der geometrisch-anschaulichen Bedeutung des bestimmten In-

tegrals ergibt sich:  

( )
0

f x dx 0

π

= ;  ( )

2

f x dx 1

π

π
−

= − ;  ( )

5

2

0

f x dx 1

π

= ; ( )
3

2

f x dx 1

π

π

= −  

b) ( )
2

a

3 1 1
f x dx 1 a a a

2 2 2

π

= − ⇔ = π ∨ = π ∨ = − π ∨   

( )a k k Z
2

π
⇔ = + ⋅ π ∈  

( ) ( )
b

f x dx 0 b 0 b b 2 b k k
−π

= ⇔ = ∨ = π ∨ = π ⇔ = ⋅π ∈    

1

23

60°

y

1

-1

π
4

π
4
3 π

x
π
2

π
2
3 π2π

4
-π

2
- π

2
5

y = sin 2x( )

−π
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