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d betrachtet das Ergebnis ,Wappen” als Treffer,
s erwahrscheinlichkeitp = 0,5 ist.

konkreten Stichprobe des Umfangs n hdufig passieren, dass
bnisse ,Wappen” lautet. Vielmehr wird man erwarten
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Prognoseintervalle mit CAS-Rechner -
Hinweise

in einer Stichprobe vom Umfang n mit einer vorgegebenen Sicherheit
auftritt, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Ereigai

einer binomialverteilten ZufallsgroRe. Dabei bedeuten:
p: Erwartungswert der binomialverteilten ZufallsgréRe
o: Standardabweichung der binomialverteilten Zufall
k: ist eine positive reelle Zahl
ahrsc ichkeit, mit der
Sigma-Umgebung des
in der zweifachen Sig-

© RAABE 2020

» beispielgebundene Argumentation dazu liefert. In den einzelnen
Darstellung von wesentlichen Theorieaspekten. Typische Prob-
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M1
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P(X=n

Die Sigma-Regeln der Binomialverteilung

i Anzahlr

it den Parametern n und p binomialverteilt, dann
goswert L =n-p und ihre Standardabweichung s =4/ n-p-(1—p)

k Plu—k-c<X<p+k-o)=
1,64 0,90
1,96 0,95
2,58 0,99
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Fur alle folgenden Untersuchungen zu Prognoseintervallen wird vorwiegend die
stehende Naherung der Zwei-Sigma-Regel verwendet:

Fiir geniigend groRe Werte von n liegen ca. 95 % der Werte einer bin

Pu—2-6<X<p+2-06)~0,95

Beispiel 1: Ganzzahlige Grenzen eines Zwei-Sigma-Intervall
Die ZufallsgroRe X sei binomialverteilt mit den Parametern n
1=n-p=500-0,3=150; o=4/n-p-(1—p)=+/500-0,3-0
(Die Laplace-Bedingung ist erfullt.)

0.045 130 20

Ead

= 0.030

(=9 4

© RAABE 2020

rscheinlichkeit ergibt sich: P(130 <X <170) = 0,95

|binomCdf(500,0.3,130,1?0) 0.954713

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Beispiel 2: Simulation in Lists & Spreadsheet
Essei X ~B
Fir X gilt
p=n-p=100-0,5=50 und

o=y n-p-1-p)=4100-0,5-0,5=5.

100;0,5"

Nach der Zwei-Sigma-Regel missten ca. 95 % der zugehdrige
der Zwei-Sigma-Umgebung [40; 60] des Erwartungswertes
durch eine Simulation sehr schon veranschaulichen. In Lists

Anr
=seq(k,k,1,100)

1

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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888 Aufgaben

1. Berechnen Sie fiir die angegebenen Parameter jeweils die fehlend erte
und die zugehdrigen Intervallwahrscheinlichkeiten. Arbeiten Sie
und wahlen Sie flr jede Gruppe genau einen der Werte von
ke{l; 2; 3; 1,64; 1,96; 2,58}.

n p u c k P(u—k-.
100 0,5 50 5
1000 0,2 .
10000 | 0,8
10 0,5
500 40
05 100

Hinweis: Zeitsparend kann bei Ve dung I-Nspire die Anlage und
Speicherung eines Rech i wendung ,Notes” nach folgen-

dem Muster sein:

© RAABE 2020
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@ 2. Erganzen Sie in der Tabelle die fehlenden Werte fiir die Sigma-Reg

k Plu-k-o<X<p+k-oc)= k

1
2 0,955 1,96
3 0,997

fallsgrofe den Ein-Sigma-Bereich.

0.060 ]

0.045 ]

N

= 0030 ]

© RAABE 2020

liche Aufgabe gibt es in Klett: ,Lambacher Schweizer Mathematik Stochastik” Seite 74

Nr. 978-3-12-735710-3)
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M2  Hypergeometrische Verteilung/Binomialverteilung

Theorie: Eine hdufig anzutreffende Anwendung

bei Prognoseintervallen (spdter auch bei Konfi-
denzintervallen) ist die mathematische Auswer-
tung und Beurteilung von Meinungsumfragen.
Diese sind in der Regel Stichproben durch ,Zie-
hen ohne Zuriicklegen”, denn eine einmal be-
fragte Person wird nicht in derselben Umfrage
ein zweites Mal zum gleichen Thema befragt. Die
Grundlage flr eine mathematische Modellierung
fiir das Modell ,Ziehen ohne Zuriicklegen” ist dj

© RAABE 2020

0,2 271
0z
0,8 ¢
0,8 0,34 r
s
0,8 5
© Dr. W. Zappe

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik



8von 32 Einsatz des CAS-Taschenrechners » Ausgewahlte Themen » U.6.8

Die ZufallsgrélBe Y beschreibe die Anzahl der roten Kugeln, 99
wenn aus der Urne zweimal gezogen wird und die zuerst ge-
zogene Kugel nicht wieder zurlckgelegt wird.

Beim zweimaligen Ziehen ohne Zurlicklegen dndern sich in der
zweiten Stufe die Wahrscheinlichkeiten (siehe Baumdiagramm).

Y=k 0 1 2

Ergebnisse (s;s) (r;s)(s; 1) (r; )

P(Y =k) ~0,6397 ~0,3206 ~0,0397

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen beim Ziehen mit u im Ziehen ohne Zurtiick-
legen unterscheiden sich kaum.
Woran liegt das?

Wenn sehr viele Kugeln in der Urne liegen ulfggur weni on gezogen werden, dann
andert sich der Anteil einer Sorte j ngen nur wenig. Betrachtet man

99
z. B. den oberen Pfad im Baumdiagra ur ZufallsgroBe Y, dann ist 799 ~0,198~0,2

fast gleich dem Wert 100
500

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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ZufallsgroRe Y:

In der Applikation ,Notes” wird dem Para- |n » 50.

meter n ein Wert, z. B. N = 50, zugewiesen. |y (). nCr(0.2- n&) ncr(0.8 n,
nCr(n,lO)

Der Term fir die Berechnung der hyper- |, o .

geometrischen Wahrscheinlichkeit wird
als Funktion h, (k, N) definiert:
Grundgesamtheit: N = 50, Anzahl rote Kugeln: M=0,2-N, Stig#probenumfang?

e i
)

In der Anwendung Lists & Spreadsheet werde

ie Werte flir k, Binomialvertei-

lung mit n =10 und p = 0,2 sowie flr die hyperge ilung h, (k, N) tabelliert.

Axk E bino
- = =seq(k,k,0,10) =binompdf(10,0.2) =seq(hg(
S h o 0.107
ég 2 1 0.268435
o |3 2 0199

In der Anwendung Data & Sta ] -
tics werden die W are gra-Wgl o 0-30 - = @
fisch dargestellt. ]
g 0.20 4 | 5 n =50.
Fur die Grund€e ei =
o) ]
N) wird ein_Schieber einge- | 20.10 4
iO 10 . =
0.00 LIPS
012345678910
xk

© Dr. Wilfried Zappe
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@ Aufgaben

1. Es seiX eine hypergeometrisch verteilte ZufallsgréRe mit
N = 1000, M = 200 und n = 50. Berechnen Sie P(X = 10)
mithilfe der Lottoformel und vergleichen Sie diesen Wert
mit P(Y = 10) der binomialverteilten ZufallsgroRe Y,

0;0,2°

2. Der Hausmeister eines Gymnasiums mit 500 Schilern k
personlich. Auf dem Schulflur begegnen ihm acht Schiil
lichkeit trifft er keinen ihm bekannten Schiiler? Rechne

und ndherungsweise mit der B'nom'alverte'lung.\

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

© RAABE 2020



U.6.8 » Ausgewdhlte Themen > Einsatz des CAS-Taschenrechners 11 von 32

M 3  Prognoseintervalle fiir absolute Haufigkeiten

Prognoseintervall, dann heif3t das Ergebnis ,statistisch
gesamtheit geltenden Wahrscheinlichkeit p. Liegt

des 95 %-Prognoseintervalls, dann spricht mangvon einer ,sign

n Abweichung”

von p. Liegt das Stichprobenergebnis sogar au i-Sigma-Intervalls, dann

heiRt die Abweichung ,hochsignifikant”.

Signifikanznivea

Statistisch vertraglich ognoseintervall.

© RAABE 2020

b des Zwei-Sigma-Prognoseinter-
Signifikante Abweichung ) 8

Es wird angenom
Wahrscheipli i

© bonetta/iStock/

tieren, enn bei diesen 200 Wiirfen 15-mal eine ,Sechs” geworfen Gétty Images Plus
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12 von 32 Einsatz des CAS-Taschenrechners » Ausgewahlte Themen » U.6.8

Vorgehensweise:

Entscheiden, ob dem Sachverhalt das Ja, es sind zwei unabhangige Erg
Modell der Binomialverteilung zugrunde moglich: ,Sechs” oder ,k
gelegt werden kann.

KenngroRen der Binomialverteilung und
den Wert fir k beziiglich der Sicher-
heitswahrscheinlichkeit erfassen.

chs”.

isse

"

Erwartungswert und Standardabwei-
chung berechnen.

Grenzen des 95 %-Prognoseintervalls
angeben.

H,27=22,79
2-5,27=43,87

Prognoseintervall fiir H unter Beachtung
der Ganzzahligkeit der Grenzen
Richtung der Ungleichheitszeichen in
der Sigma-Regel angeben.

22,79 <H< 43,87
also: 23<H<43

mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit

1
binomCdf(200,—,23,43)
6

0.953642

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Beispiel 6: Prognoseintervall fiir ,Ziehen ohne Zuriicklegen”
Nach Auskunft des KBA betrug der Anteil der Pkw Mazda am 1. Januar 2019 in &itsch-

Das Zahlen von Fahrzeugen und Feststellen des Herstellers entsprich
,Ziehen ohne Zuriicklegen”. Da aber der Umfang der Stichprobe mi

Vorgehensweise:

Entscheiden, ob dem Sachverhalt das
Modell der Binomialverteilung zugrunde
gelegt werden kann.

KenngréRen der Binomialverteilung un
Wert fur k beziiglich der Sicherheitsz
wahrscheinlichkeit erfassen.

© RAABE 2020

Prognoseintervall berechneg 9-2.297<H< 942 2,97

3,06<H<14,94

4<H<14
binomCdf(500,0.018,4,14) 0.939573
binomCdf(500,0.018,3,15) 0.973089

~ 0,97 > 0,95. Die Anzahl der Pkw Mazda wird mit einer Sicherheitswahr-
scheinlichkelt von ca. 95 % im Intervall [3; 15] liegen.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Aufgaben

@1.

@2.

Fir Gerstensamen wird eine Keimfdhigkeit von 98 % versprochenSgg Land-
wirt will dieses Versprechen durch eine Stichprobe iberpriife entnimmt
einem groRen Sack Gerstensaatgut 100 Korner und sdt sie aus.

ohne dass der Landwirt Zweifel an dem Versprechen zur.
muss, wenn die Sicherheitswahrscheinlichkeit ca. 95

Das Punktemuster auf der ndchsten Seite ent|
Punkte, von denen 25 % als Kreuze markiert sin
a) Begriinden Sie, dass das Modell der Bin

Untersuchungen naherungsweise ver

b) Wahlen Sie eine Stichprobe von vi aus und ermitteln Sie
flr diese Stichprobe die Anzahl Anzahl der als
Kreuze markierten Punkte

¢) Bestimmen Sie fiir den begbach und p = 0,25 das zu-
gehorige 95 %-Prognos

d) Untersuchen Sie, ob das Stich statistisch vertraglich ist

mit p = 0,25.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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M4  Prognoseintervalle fiir relative Haufigkeiten

Theorie: Aus dem bisherigen Unterricht wissen die Schiiler:

— Relative Haufigkeiten h schwanken zufallsbedingt um die theoretisch
lichkeit p.

— Relative Haufigkeiten h lassen sich bei groBem Stichprobenum
schatzung einer Wahrscheinlichkeit p nutzen.

ZufallsgroRe erhdlt man nach Division durch den Sti
gleichung, die Prognoseintervalle fir relative Hau
gen k-Wert gehorende Wahrscheinlichkeit gibt

Prognoseintervall an.
p-k-oc<H<p+k-o
n-p—k-\/n-p-(1—p) <H<Nn-p+k-
n-p-(1-p)

p—k- —Zsﬂ£p+k
n n

Wegen R h ergibt sich dar,
n

pok NP2 TP p\‘/(l_p) <h
n

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Jn Jn Jn

des 95 %-Prognoseintervalls ist die Differenz von oberer und unterer In renze.

DieLénged(n)=p+2-—“p'(l_p)—[p—z- p-(l—p)J=4. p-1-p)

1
Weil d(n) proportional zum Faktor T ist, spricht man auch vom ,Eing-durch-
n
n-Gesetz”.
Das lasst sich z. B. wie folgt deuten: Bei einer Vervierfachung d

© RAABE 2020

scheinlichkeit von 95 % enthalt. € ist daS Ergebnis zu inter-

pretieren, wenn beigffe s, 15-mal ein schwarzer

© Dr. Wilfried Zappe

Ja. Es sind zwei Ergebnisse maoglich:
,Schwarz” oder ,nicht Schwarz”
Die Ergebnisse sind unabhdngig

voneinander.

n=80, p=0,4
k=2

k beziiglich der Sicherheits-
wahrscheinlichkeit erfassen

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Grenzen des 95 %-Prognose-
intervalls berechnen. p—k-

80 Drehungen mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit v
[0,2905; 0,5095] liegen.

Wurde bei 80 Drehungen 15-mal ein roter Sektor an
keit daftir g ~0,19. Dieser Wert liegt nicht im

der Behauptung p = 0,4 zu zweifeln.

Hinweis: Fir Nutzer des TI-Nspire

,Notes”-Arbeitsblattes zu e i Bedarf nur aufgerufen und ange-
passt werden muss.

»Ziehen ohne Zuriicklegen”
ben Jahrbuchs 2018 verfligten im Jahr 2017 38 % der ca.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Vorgehensweise:

Entscheiden, ob dem Sachverhalt das
Modell der Binomialverteilung zugrunde
gelegt werden kann.

KenngroRen der Binomialverteilung und
den Wert fir k beziiglich der Sicher-
heitswahrscheinlichkeit erfassen.

Grenzen des 95 %-Prognoseintervalls

berechnen.

Obere Grenze:

v 0,38-0,62
—————~0,4360
v 300

0,33<h<0,43

© RAABE 2020

0,38+2-

Prognoseintervalle fir relative Haufigkeiten

n:=300 - 300 p:=0.38 - 0.38 k=2 -2

- Jp-(1-p) Vp-(i-p)
n n

* 0.323952=11<0.436048

<h=p+k-

ter abgeschlossen werden.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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Aufgaben

@1.

> https:

Es wird behauptet, dass in einer Mi-
schung Studentenfutter der Anteil der
Rosinen bei 30 % liegt. Aus einer Tite mit
204 g Inhalt wurde mit einem Loffel eine
Stichprobe entnommen, die 21 g wog.
Die Stichprobe enthielt acht Rosinen und
37 Niisse. Uberpriifen Sie, ob der Anteil
der Rosinen in dieser Stichprobe rechne-
risch mit p = 0,3 mit einer Sicherheits-
wahrscheinlichkeit von 95 % statistisch ve
das Modell der Binomialverteilung sinnvoll

Sie die gleiche Fragestellung, we
99,7 % gewdhlt wird.

den folgenden Tex
Busch und Arne ArotRgw zugedrdnet werden. Priifen Sie, ob die Ergebnisse

Zusatz: Welcher Text gehort zu welchem

@ Schriftsteller?

(3) Erde Ernten erbringt.
Erde Eichen erhebt.
Erde Elbe entspringt.
Wasser wird zum edlen Tropfen, Erde Erdgas entschwebt.
mischt man es mit Malz und Hopfen.

 wikipedia.org/wiki/Buchstabenhdufigkeit

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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@ 4. Ein Bernsteinwiirfel hat Einschliisse, sodass man nicht weif,
ob alle Seiten gleichwahrscheinlich mit p :% sind.
Ein solcher Wiirfel wurde n-mal geworfen. Dabei wurden die

relativen Haufigkeiten h der ,Sechsen” ermittelt und in ein
Diagramm eingetragen.

n 20 60 100 140 180

h 005 | 012 014 | 017 | 0,18

.25

.15

© RAABE 2020

160 180 200 220 240 260 280 300

Wert von n das 95 %-Prognoseintervall der rela-
1

zur angenommenen Wahrscheinlichkeit p ZZ'

Sie dle Prognoseintervalle als vertikale Strecken in das Dia-

gramm Win, analog zum abgebildeten Beispiel fiir n = 100.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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c) Begriinden Sie, dass die Grenzen der Prognoseintervalle auf den Graph

Funktionen
/i |5
1 36 1 36 |
(X)==+2-+—=bzw. f(x)==-2-+—= liegen.
B= T X 6 “TIx v

Skizzieren Sie die Graphen dieser Funktionen in das Diagramm
Warum nennt man wohl ein solches Diagramm a
Diagramm®?

d) Beurteilen Sie, welche der folgenden Aussagen in Bez

ermittelten Ergebnisse wahr sind. Geben Sie e]

(1) Die Wahrscheinlichkeit, mit dem Bernst
liegt bei p =0,18.

(2) Die Wahrscheinlichkeit, dass mit d

zu werfen,

Wahrscheinlich-

scheinlichkeit von ca. 95 % nicht
(3) Die Lange d(n) des 95 %

p-(1-p)
—\/F .

feste Wahrscheinlichkeit p wi rechnet durch d(n)=4-

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
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@5.

RAABE UNTERRICHTS-MATERIALIEN Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

In dem abgebildeten ,Ellipsen-Diagramm” sind fiir n = 80, k = 2
Wahrscheinlichkeiten p von 0;0,1;0,2;...;0,9;1 die zugehorigen 9 -Pro-

gnoseintervalle der relativen Haufigkeiten grafisch darge

4
1.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

h

stellt.
@

p=0,3ab. Ubé
b) Entscheiden Si
Haufi

iese st

igramm ein Intervall fiir alle Wahrscheinlichkeiten
tiven Haufigkeit h = 0,3 statistisch vertraglich sind.
ngen an der grafischen Darstellung vermuten Sie,

t fir n = 80 flir n = 320 erstellt wird?
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Schnell, iibersichtlich, sicher!

Innovative Unterrichts-
materialien & Praxishilfen
flr Lehrer & Schulleiter

Ich suche ...

Wir bieten lhnen:

r‘q Schnelle und intuitive Produktsuche @ Ubersichtliches Kundenkonto

[ 2= Komfortable Nutzung tiber E[%] Hohere Sicherheit durch
@ Computer, Tablet und Smartphone = SSL-Verschliisselung

™

Mehr unter: www.raabe.de





