© RAABE 2020

Analysis

Die Bedeutung der zweiten Ableitung

Florian Borges, Traunstein
[Llustrationen von Dr. Wolfgang Zettlmeier, Barbing

......

Funktionale Zusammenhange zwischen zW oL ublicherweise x und y = f(x)) werden
gern als Graphen dargestellt, deren Steigun§g@nalten sien in vielfaltiger Weise andern kann. Der
Graph kann steigen, dann ig arker steige\der immer weniger stark. Entsprechendes gilt fir
das Fallen. Analytisch wdd di afische Verf beschrieben durch die 1. bzw. 2. Ableitung
und insbesondere de i s\ stell®n. Haben die Schiiler die Ankeridee der 1. Ablei-
tung verstanden, stellt a8 o aurene Ableitung der Ableitung bzw. die 2. Ableitung kein
grol3es Problem mehr dar.
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—8 Unterrichtsstunden

Mathematisch argumentieren (K1), Probleme mathematisch (6sen
(K2), Mathematisch modellieren (K3), Mathematische Darstellun-
gen verwenden (K4), Kommunizieren (K5)
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Didaktisch-methodische Hinweise

Unterricht meist nur qualitativ. Das vertiefende Problem ihrer fehlenden
fallt leider wegen Zeitmangel oft unter den Tisch, wird hier aber opti

Ablauf
Beginnen Sie in Kleingruppen mit der Bedeutung d i ng, M 1) als
Grenzibergang von der Sekanten- zur Tangentensteigung. bzw. (x —x )-Kirz-
ubungen erinnern Sie an die bereits bekannten i iederholung, M 2) mit der
ubersichtlichen Kopiervorlage zu Aufgabe 2.
Das Herzstiick des Gesamtbeitrags folgt schrifeise: zuad ic Bed€utung der 2. Ableitung
(M 3). Die Aussage der 2. Ableitung zur Krii aphen ist dabei allgemein ub-
liche Oberstufen-Hausmannskost in dargestellt M 4).

@ Eher nur in leistungsstarkeren Lerngruppen i i m Zeitpuffer angezeigt ist die op-
tionale Ergdnzung M 5. Hier wir ( is als Analogon zur Tangente bei der Steigung
thematisiert und entsprechen nverlauf interpretiert. Die Aufgabe dazu

auch einsetzbar als Ler

Vorkenntnisse

; rbeit an der Lerntheke
) Sie die Vorkenntnisse bzgl. des Begriffes ,Steigung” bei den Jugendlichen:

888 n die Materialien M 1-M 7 (ggf. ohne das optionale M 5) in Klassenstdrke und
ls ein Exemplar, das Sie mit den Kopien an einem zentralen Ort im Klassenraum
ppenstarke und fertigen in der Gruppe fiir M 1-M 7 ggf. jeweils eine Folie mit den Auf-
gabenldsungen an, die dann in der Folgestunde von einem Gruppenmitglied im Plenum vorgestellt
und bei Bedarf gemeinsam ,verbessert” werden.

t ,Ankeridee” ist in der fachdidaktischen Literatur ein anderes Wort fiir ,Oberbegriff”.
2 Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren Verlauf nur noch ,Schiiler” verwendet.
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Ziele

Die Schiiler

Bezug zu den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz

®

wiederholen die Theorie zur Ableitung verschiedenster Funktionen.
erkennen die Sinnhaftigkeit der wiederholten Anwendung dieser Regeln und deren grafische
Bedeutung.

vertiefen ggf. in M 5 den Unterschied qualitativer und quantitativer Aussagen in dieser Hinsicit.
uben zusammenfassend die schlieBlich vollzéhligen Werkzeuge als Bestandteile einer Kurven-
diskussion.

Allg. mathemati- = Leitidee | Inhaltsbezogene Kompetenzen
sche Kompetenz Die Schiiler ...

K1, K2, K5 L4, L3 ... vergegenwartigen sich die wese
Bedeutung der 1. Ableitung (M 1, M 2
... zeigen Sicherheit im Umg i

(M 2),

K1, K5 L4 ... erkennen nach
Bestimmung der Z.
leitung der Ableitung” die
und Bede i

K1, K3, K5 L4, L3 ... vergleichen OV I

K1, K2, K3, K5 I

epye wesentliche Rolle spielt (M 5),

K1, K2, ... verbinden die Elemente der Kurven- I, 1
diskussion zu einem effizienten Analy-

sis-Werkzeugset (M 6 und M 7).
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Auf einen Blick

Legende der Abkiirzungen
Ab = Arbeitsblatt; Fo = Folie; Wh = Wiederholungsblatt; LEK = Lernerfolgskontrolle

1./2. Stunde

Thema: Einstieg

M1 (Wh) Bedeutung der 1. Ableitung — frischen Sie |h
Zusammenhang zwischen Funktions- und
Ableiten

M2 (Wh) Ableitungsiibungen — frischen Sie Ihr Wiss

Benétigt: L] OH-Projektor bzw. Beamer/White

3.—6. Stunde

Thema: Die Grundlagen s

M3 (Ab)
en von Funktion, 1. und 2. Ableitung,
LKrimmung” Steigung der Steigung”
M4  (Ab) und Kriim - qualitativ und quantitativ

Steigung

gst sich aus dessen Radius herleiten, dass fiir eine quantitative
it Krimmung auBer der 2. auch die 1. Ableitung wesentlich ist.

Benatigt:

[J OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard
L L& omputer mit dynamischer Geometriesoftware GeoGebra

Weiterfiihrung und Vertiefung

M6 (Ab) Nullstellen, Extrema und Wendestellen im Uberblick
Zusammenfassung der Module zur Kurvendiskussion
7 (LEK) Sind Sie fit? — Testen Sie Ihr Wissen!

Klausurvorschlag

Benotigt: L1 OH-Projektor bzw. Beamer/Whiteboard
[J Computer mit dynamischer Geometriesoftware GeoGebra
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Bedeutung der 1. Ableitung — frischen Sie Ihr Wissen auf!

Merke:
Eine Gerade ist bekanntlich durch zwei ihrer Punkte festgelegt. Wahlt man also zwei Punkte P und Q
auf dem Graphen einer Funktion f, dann ist die Gerade PQ eine Sekante durch den Graphen.
Verschiebt man nun den Punkt Q ndher und immer ndher an den Punkt P heran, dann ist zwar
den Grenzfall P = Q nur noch ein Geradenpunkt bekannt, aber der Grenzwert
im fxq) —f(x,)
% Xy — X,
liefert die Steigung der Tangenten (als Grenzfall der Sekante!) des Graphen in P.
Dieser Grenzwert heift die Ableitung ' von f an der Stelle x,, in der ebenfalls vereiteten Schreib-
weise ,h-Methode”, also
#(x) = lim f(x+h)—f(x).
h—0 h
Der bislang nur fiir Geraden sinnvolle Begriff der Steigung wird hiermit U
radlinig verlaufende Funktionsgraphen. Man sagt, der Graph ha beinem G unkt P die
Steigung der Tangenten in P. Anschaulich kann man sich das s
VergréBerung (vgl. ,Quadrat-Zoom” unten) verlduft jeder (anst:
le nahezu geradlinig (mit eben dieser Steigung).

3 / 2 X //[
* / : 175 15 /

2 ;‘ - P

. 15 _
15 o 4
1,25 13- /

05 1,25~

0 - 4 - 12 ,4" | ' | ' '

1 15 2 25 3 35 4 45 5 2 3 22225 23 23524 245 25 255

Abb. 1-3, Grafik: Dr. W. Zettlmeier
Zusammenhang zwischen jons- und A ungsgraph:
Bei den Nullstellen der #0leitung@¥x) hat G; el aagerechte Tangente. P ist dann Hochpunkt
(Maximum, ,HoP”), Ti nkt (Min iP") g¥ler Terrassenpunkt (,TeP”, falls f' nicht das Vor-

zeichen wechselt).

Aufgaben
ildung 1 Kizzierten Graphen der Funktion

nktion f'.
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Ableitungsiibungen — frischen Sie lhr Wissen auf!

Merke: Hier sind alle bekannten Ableitungsregeln im Uberblick:
a) Ableitungsregeln flir bestimmte Funktionen:

fx)=x"(heQ) f'(x)=n-x"
f(x) =sin(x) f'(x) = cos(x)
f(x) = cos(x) f'(x) ==sin(x)
f(x)=¢e" f'(x)=¢"
f(x)=In(x) f’(x)=1

X

b) Allgemeine Ableitungsregeln flir Funktionen:

Addition einer Konstanten

Faktorregel
Summenregel
Produktregel
Quotientenregel

Kettenregel

© RAABE 2020

Mit dieser ,Handvoll” Regeln ldsst s e bekannte Funktion ableiten, das wird jetzt gleich noch-

mal gelibt!

Aufgaben
Dzw. CAS ab (Definitionsmenge angeben)!

3
Jx+In() 9 hde sz—3
3+X X+ 3X

tionsgleichung zu und skizzieren Sie in die ganzseitige Kopie
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Abb. 4, Grafik: Florian Borges " REs]
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Kopiervorlage zu M 2 (Aufgabe 2)

Abb. 5, Grafik: Florian Borges

Aufgabe
chem Graphen? Ordnen Sie zu!
belle ist mdglich. Oder Sie verwenden das CAS lhres GTR und malen

g, =x"-In(3+x)
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M3 Die Bedeutung der 2. Ableitung

Die Ableitungsfunktion liefert die Steigung des Funktionsgraphen (,der Funktion”). Leite
Ableitung ein weiteres Mal ab, dann erhdlt man natirlich die ,Steigung der Steigung d
Das ist nicht so gut vorstellbar wie die ,Tochter der Tochter der Tochter” als ,Urenkdin”.
Besser vorstellbar ist die 2. Ableitung als Indikator fiir die Kriimmung des Funkt:

Die Regeln fir die 2. Ableitung sind selbst- v f s yki,
verstandlich die gleichen wie fiir die 1. Ab-

leitung. Bei den Nullstellen liegen also ggf. t
Punkte mit maximaler oder minimaler Stei- i,
gung, weil dort die Steigung extrem werden :
kann. Solche Punkte nennt man Wendestel-
len (Wendepunkt oder ,WeP”): beim Zeich-
nen des Funktionsgraphen wechselt man ; ;
an diesen Punkten von einer Links- in eine | -4 15 ' /
Rechtskurve bzw. umgekehrt (wie Ublich Ry RR =
,von links nach rechts denkend”, sonst gera- ||
de andersherum!). mEE EEEEE|

=
h

N

==
-

——
—

~

AN

Bsp.:

<

Die Funktion f(x):%x2 (X2 —6) =%x

(G, durchgezogen, G, gestrichelt,
An den Einzelbildern erkennt
besser:

Die Nullstellen von G, sind bei 0 (dop

+/6.

Die Nullstellen von G,

L—
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mit Vor- lullstellen von [
Extrema

b
~

etiert) von einer Links- in eine Rechts-

spektive int®&

<
%

kurve bzw. u kehrt. endey l_nk e von flb Extrema von
fl
Bestimmen Sie den Wendepunkt von i
1 +
(x)==-(x> —6x%) 3 2 A
4

d zeichnen Sie den Graphen von g. SSEEERESI |

Abb. 6-9, Grafiken: Dr. W. Zettimeier
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Steigung und Krimmung — qualitativ und quantitativ M4

Den Begriff der Steigung kann man von der Geraden auf allgemeine Funktionsgraphen Ubertragen,
wobei die Gerade —im Gegensatz zu allgemeinen Graphen — konstante Steigung Uber ihren gesamten
Verlauf hat. Fiir allgemeine Graphen macht der Begriff nur bezogen auf einen speziellen Punkt Sinn.

Merke:
f'(x) > 0 bedeutet streng monotones Steigen, f'(x) < 0 streng monotones Fallen des Gra

Die 1. Ableitung liefert nicht nur qualitativ eine Aussage tber den Graphen, son dartber hin-
aus auch quantitativ: Falls f'(x) = 3 > 2, steigt der Graph steiler als wenn f'(x) = 2.
Der Winkel o zwischen x-Achse und Tangente ldsst sich berechnen aus tan a0 =

Die 2. Ableitung ist formal die Steigung der Steigung oder Anderungsrat

krimmt).
Bei einer Nullstelle f"(x) = 0 verschwindet die Kriimmung, dorgi i . bei Vor-
zeichenwechsel an der Nullstelle ein Wendepunkt oder ,

Beispiel:
Am Graphen aus dem Eingangsbeispiel M 3 sieht
und 1, ist der Graph von f rechts gekrimmt. S

"(x) < 0, also zwischen x = -1
s gekrimmt.

Merkregel 1:
f* negativ bedeutet Rechtskrimmu

Damit erhalt man ein Kriterium fiir Extre
und f*(x) > 0 (positiv), danp

= 0 (= waagerechte Tangente ,WaT")
krimmung ein Minimum vor. Falls aber f*(x) < 0

0N dritten Grades hat einen HoP bei (110), einen TiP bei (3|-2) und
men Sie die Funktionsgleichung p(x) und zeichnen Sie (zur Kontrolle)

103 RAAbits Mathematik Juni 2020
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M5 Krimmung und 2. Ableitung — quantitativ
@ Wahrend der Begriff Steigung seinen Ursprung bei den Geraden hat, die eine konstante
haben, kommt der Begriff der Krimmung von den Kreisen mit ihrer je nach Radius

Krimmung. Starke Krimmung hat ein Kreis, wenn sein Krimmungsradius klein ist, gawache Kriim-
mung entsprechend bei groBem Krimmungsradius.

Hier werden nun konstante Krimmung und konstante 2. Ableitung verglichen, um zu se wie-
weit man den Wert der 2. Ableitung auch quantitativ als Kriimmungsma enden l#nn.
Beispiele:

6
1. Konstante 2. Ableitung am Beispiel f(x) = x y F(x)

5

Man erhdlt f'(x) = 2x und schlieBlich f”(x) =2.
Die 2. Ableitung der quadratischen Funktion hat also konsta
den Wert 2, die Krimmung der Parabel ist jedoch gindeuti 3
nicht iiberall gleich, sondern beim Scheitel am grg

2. Oberer Halbkreis (Radius r = 2) als Bsp. ko
Fir die Halbkreispunkte gilt:
y* +x° = r’ = 4 (Satz des Pythagora
und damit die Funktionsgleichung

Fiir die 2. Ableitung ergibt si K 1 §
’ 2\-0,5 [ E
X o
©
Abb. 10 und 11, Grafiken: F. Borges
=—————#const,
(4—x)"
Kriimmung keinen konstanten Wert.
Fazit
Die qualitativ zur Bestimmung der Krimmungsrichtung (links oder

Wit aber quantitativ fir die Bestimmung der Starke der Krimmung.
e Aussage zur Kriimmungsstarke bendtigt man zusatzlich die 1. Ableitung, die
fert die notwendigen Details.

er, in der auch die 1. Ableitung vorkommt. Hinweis: Das Krimmungsverhalten eines Graphen &n-
rt sich nicht bei Verschiebung, wir nehmen also guten Gewissens an, dass der ,interessierende”
Krimmungskreis seinen Mittelpunkt im Ursprung hat (f(x) ldsst sich ggf. leicht so anpassen!).
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M 7 Sind Sie fit? — Testen Sie Ihr Wissen!
Hinweis:

Sie iberlegen zundchst ohne das CAS von GeoGebra oder GTR.
Wenn Sie nicht zurechtkommen, kdnnen Sie sich dieses Hilfsmittel zunutze mache
Aufgaben

1. Gegeben sind die Graphen der Funktionen

XZ

X2 +1

f(x)=sin(x*), g(x)=In(2+x*) und h(x) = +1.

© RAABE 2020

ir x > 0 den Kurvenverlauf und zeichnen Sie den Graphen von g.
ikament wirkt erst ab 4 mg je Liter. Bestimmen Sie den Zeitraum der Wirksamkeit
zeichnelsch an G, und versuchen Sie das Ergebnis auch rechnerisch zu ermitteln.

|cher Zeit hat das Medikament seine hochste Konzentration erreicht?

nen Sie den Zeitpunkt starkster Abnahme und deren Wert.

3. Bestimmen Sie die Polynomfunktion h(x) dritten Grades, deren Graph einen WeP bei (111), einen

HoP bei (212) und einen TiP bei (010) besitzt.
Weisen Sie zudem die Punktsymmetrie des Graphen zu (111) nach.
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